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Resume 

Dans cet article nous faisons I'etude algebrique des jets de Demailly- 
Semple en dimension 3 en utilisant la theorie des invariants des groupes 
non reductifs. Cette etude fournit la caracterisation geometrique du 
fibre des jets d'ordre 3 sur une variete de dimension 3 et permet d'ef- 
fectuer, par Riemann-Roch, un calcul de caracteristique d'Euler. 



1 Introduction 

1.1 Contexte geometrique 

II est bien connu (cf. jT], [T2j) que I'etude de rhyperbolicite des varietes 
algebriques complexes est liee a I'etude des sections globales de certains fibres 
vectoriels E^^rnTx d'operateurs differentiels d'ordre k et de degre m agissant 
sur les germes de courbes holomorphes dans X, variete complexe. 

L'etude des jets de Demailly-Semple est motivee par les resultats qu'ils 
ont fournis sur I'hyperbolicite des varietes complexes, sur des questions liees 
a la conjecture de Kobayashi qui stipule que le complementaire d'une hyper- 
surface generique de degre d>2n + l dans est hyperbolique. 

Des resultats interessants ont ete obtenus en dimension 2 pour le cas des 
complementaires de courbes dans avec un nombre donne k de composantes 
irreductibles : citons les resultats de Y.T. Siu et S.K. Yeung jUj, ceux de 
J. P. Demailly et J. El Goul qui ont traite le cas du complementaire d'une 
courbe generique lisse dans P^, ainsi que ceux de G. Dethloff, G. Schumacher 
et P.M. Wong |1] et [S] concernant le cas de 3 composantes, et plus recemment 
le cas de 2 composantes a ete traite egalement par les techniques de jets [H]. 

L'hyperbolicite en dimension 3 est un sujet tres pen defriche a I'heure 
actuelle malgre I'existence de quelques classes d'exemples (Masuda-Noguchi, 
Siu, Shiffmann et Zaidenberg). L'etude des jets de Demailly-Semple en di- 
mension 3 a ete faite dans la perspective d'attaquer le probleme de I'hyper- 
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bolicite des hypersurfaces projectives generiques de grand degre de dimension 
3 pour lequel il n'y a pas encore de resultats. 

1.2 Principaux resultats 

Si on definit = Q){Ek^rnTx)x I'algebre des operateurs differentiels en 

m 

un point x E X, celle-ci peut-etre vue comme une representation du groupe 
lineaire Gin- On sait alors que Ton a une decomposition de cette representation 
en somme directe de representations irreductibles de Schur. Ainsi Demailly 
jT] a caracterise les fibres de jets d'ordre 2, de degre m : 

Ai+2A2=m 

Oil r est le foncteur de Schur. 



Le premier resultat de cet article est donne par I'etude algebrique de ^3, 
par la theorie classique des invariants. On obtient une caracterisation des jets 
d'ordre 3, en dimension 3 : 

Theoreme 1. En dimension 3 : 



As = C[/>,,-,4,iy], 1 < z < J < 3,1 < A; < 3 

f[ f"! /s 
fll fll fll 
Jl J2 J3 
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oil W -- 

= ifLM^) = miff - /r/j) - 3/^'(///; - /r/;). 

De plus, deg .tr{C{f-,Wij,wfj,W)) = 7 (le calcul de Videal des relations 
entre les generateurs est fait dans 

Cette etude algebrique a conduit a des applications geometriques au niveau 
des fibres de jets. 

Le resultat principal est la caracterisation du gradue du fibre des jets d'ordre 
3 en dimension 3 : 

Theoreme 2. Soit X une variete complexe de dimension 3, alors : 
Gr'E3„,T;.= © ( © r(Ai,A2,A3)j.^) 

0<7<f {Ai+2A2+3A3=m-7; Ai-Aj>7, i<j} 



ou r est le foncteur de Schur. 
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Un calcul de type Riemann-Roch fournit alors 



Proposition Soit X une hypersurface lisse de degre d de P , alors 

□ 

x(X,E3^Tt) = -rf(38M^-2073M^ + 18555M- 358873) +0(m®) 

' 81648 X 10^ 

Corollaire Pour d > 43, -E's.m^^) ~ a{d)m^ avec a{d) > 0. 



2 Preliminaires 

Cette section a pour but de rappeler la construction des espaces de jets 
de Demailly, les bases de la tlieorie de la representation du groupe lineaire 
G/„C et celles de la tlieorie classique des invariants qui seront utilisees de 
maniere cruciale dans la preuve des theoremes 1 et 2. 



2.1 Espaces des jets 

Soit X une variete complexe de dimension n. On definit le fibre Jk ^ X 
des /c-jets de germes de courbes dans X, comme etant Tensemble des classes 
d'equivalence des applications holomorphes / : (C, 0) — > (X, x) modulo la 
relation d'equivalence suivante : / ~ si et seulement si toutes les derivees 
/0)(0) = ^(J)(0) coincident pour < j < k. L'application projection — > X 
est simplement / /(O). Grace a la formule de Taylor appliquee a un 
germe / au voisinage d'un point x G X, on pent identifier J^, .j, a I'ensemble 
des /c— uplets de vecteurs (/'(O), /'^'^^(O)) G C"'*^. Ainsi, Jk est un fibre 
holomorphe sur X de fibre C"'^. On pent voir qu'il ne s'agit pas d'un fibre 
vectoriel pour k > 2 (pour k = 1, c'est simplement le fibre tangent Tx)- 

Definition 2.1 Soit (X,V) une variete dirigee. Le fibre JkV — > X est I'es- 
pace des k—jets de courbes f : (C, 0) — > X tangentes d V, c'est-d-dire telles 
que f'{t) G Vfit) pour t au voisinage de 0, l'application projection sur X etant 

Nous presentons la construction des espaces de jets introduits par J.-P. 
Demailly dans [1 . 

Soit (X, V) une variete dirigee. On definit (X', V) par : 

i) X' = P{V) 

ii) V C Tx' est le sous-fibre tel que pour chaque point (x, [v]) G X' associe 
a un vecteur v G V^\{0} on a : 

^{x [v]) — ^ '^x'', TT*^ G Cf } Oil vr : X' — i> X est la projection naturelle et 
TT* : Tx' 7i*Tx 
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On a done V = tt-^{0x'{-1)). 

On definit par recurrence le fibre de k-jets projectivise PkV = et le 
sous-fibre associe Vk C Tx,. par : 

(Xo, Vo) = (X, V), {Xk, Vk) = (X^_i, V'fc'-i)- On a par construction : 

dimXk = n + k{r — l),rangVk = r := rangV 

Soit TTk la projection naturelle VTfc : Xk Xk-i, on notera iTj^k '■ Xk Xj 
la composition ttj^i o 7rj+2 o ... o vr^, pour j < k. 

Par definition, il y a une injection canonique Opj,y(— 1) ^ tt^V^-i et on 
obtient un morpliisme de fibres en droites 

qui admet 

Dk = P(Tp,_,v/p...y) C PkV 

comme diviseur de zeros 
Ainsi, on a : 

Remarque 2.2 Chaque application non constante f : A^j ^ X (X, 
se releve en f[k] : Ap PkV ■ En effet : 

si f n'est pas constante, on pent definir la tangente [f'(t)] (aux points sta- 
ttonnatres fit) = {t - toYuit), [/'(to)] = [uit^)] ) et f^^it) = (/(t), [f (t)]). 

2.2 Operateurs differentiels sur les jets 

D'apres |7j, on introduit le fibre vectoriel des jets de differentielles, d'ordre 
k et de degre m, E^^V* — > X dont les fibres sont les polynomes a valeurs 
complexes Q{f', f", f^''^) sur les fibres de J^V, de poids m par rapport a 
Faction de C* : 

Qixf, x'f, aV^'^) = A'"g(/', r , /«) 

pour tout A G C* et (f , /", /W) G JkV 

E^gV* admet une filtration canonique dont les termes gradues sont 

Gr\E^gV*) = S^W* ® S^W* ® ... ® S^'V*, 

oil / := (/i, /2, 4) G verifie li+2l2 + ... + klk = m. En effet, en considerant 
I'expression de plus haut degre en les {fi'^'^) qui intervient dans I'expression 
d'un polynome liomogene de poids m, on obtient une filtration intrinseque : 

^k-l^mV* = So C Si C ... C Sjmj = E^^V* 
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ou 

Par recurrence, on obtient bien une filtration dont les termes gradues sont 
ceux annonces plus haut. 

D'apres [T], on definit le sous-fibre E^^mV* C. E^^V*, appele le fibre des 
jets de differentielles invariants d'ordre k et de degre m, i.e : 

Qiif o 0)', (/ o 0)", (/ o 0) W) = 0'(o)-Q(/', r, /«) 

pour tout G Gfc le groupe des germes de k-jets de biholomorpliismes de 
(C, 0). Pour G'l^ le sous-groupe de Gk des germes (p tangents a I'identite 
(0'(O) = 1) on a Ek,rry* = {E^,gV*f'K 

La filtration canonique sur E^^V* induit une filtration naturelle sur 
Ek,mV* dont les termes gradues sont 

f © S^'V*®S^W*0...0S^''V* 

\ll+2l2 + ...+klk=m 

Le lien entre ces espaces d'operateurs differentiels et les espaces de jets con- 
struits precedemment est donne par : 

Theoreme 2.3 ^ Supposons que V a un rang r > 2. 

Soit TTo^fc : PkV — i> X, et J^V^^^ le fibre des k-jets reguliers i.e f'{0) ^ 0. 

i) Le quotient JkV^^^ /Gk a la structure d'un fibre localement trivial au- 
dessus de X, et il y a un plongement holomorphe JkV^^^/Gk — > PkV, qui 
identifie JkV^<)/Gk avec PkV^^. 

a) Le faisceau image direct {Tio^k)*Opi,v{m) peut etre identifie avec le fais- 
ceau des sections holomorphes de Ek^mV*- 

Hi) Pour tout m > 0, le lieu de base du systeme lineaire \Opf,v{fn)\ est 
egal a PfcV^*™^. De plus, Opj,i/(l) est relativement big (i.e pseudo-ample ) 
au-dessus de X. 

2.3 Theorie classique des invariants 

Soit / un polynome dont les variables sont des vecteurs, i.e un polynome 
en les coordonnees des vecteurs, d'un espace vectoriel fixe V. Pour tons 
vecteurs s, t on note par D\f le resultat de la differentiation de / par rapport 
a s dans la direction de t, i.e : 

i 

Oil les Si,ti sont les coordonnees des vecteurs s et t respectivement. 
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Les operateurs de la forme D* sont appeles operateurs de polarisation. lis 
commutent avec Faction du groupe Gl{V) sur I'algebre des polynomes. 

Considerons la somme directe de m copies de V munie de Paction naturelle 
de Gl{V) et de Taction de Glm qui commute avec celle-ci, i.e pour A G Glm, 
A.{xi, ...,Xm) = {xi, ...,Xm)A~^. Aiusi cliaque vecteur xj est remplace par 
une combinaison lineaire de vecteurs des coefficients pris dans 

la j-eme colonne de A~^. Cette action induit une action de Glm sur I'algebre 
des polynomes en les variables xi, Xm- Explicitement, la matrice A = (aij) 
agit sur un polynome / comme suit : 

i i 

Si un polynome / dont les variables sont des vecteurs a pour degre p en la 
variable x, alors I'operateur = ^D^^ ...Dx^ (oii Xi, Xp n'apparaissent pas 
dans I'expression de /) transforme / en un polynome qui est symetrique et 
multi- lineaire en xi, Xp. On pent retrouver / a partir de P^f en substituant 
X a la place de / est homogene en toutes ses variables, si I'on 

repete I'operation precedente avec toutes les variables, on obtient une forme 
multi- lineaire Pf appelee la polarisation complete de /. On retrouve / en y 
substituant les variables originelles. 

Definition 2.4 (cf. ^12]) Soil F une forme multi-lineaire en les variables 
Ui, ...,ui oil les Ui sont des vecteurs d'un espace vectoriel V. Soient Xi, ...,Xm 
m vecteurs de V. On definit S^'^'''''^"^{F), I'espace vectoriel engendre par tous 
les polynomes obtenus en substituant les variables xi,...,Xm o,ux variables 
Ui,...,ui en permettant les repetitions. Cet espace est clairement invariant 
sous Vaction de Glm- 

Soit G un groupe lineaire arbitraire agissant sur un espace vectoriel de 
dimension n. On considere le probleme de trouver les G— invariants d'un 
systeme de vecteurs de V , i.e les polynomes invariants sous Taction de G dans 
la somme directe de plusieurs copies de V. II est clair que I'algebre de tous 
les G— invariants d'un systeme de vecteurs est lineairement engendre par les 
invariants qui sont homogenes en chaque variable. Si / est un tel invariant, sa 
polarisation complete en est un aussi. Ainsi si Ton est capable de trouver tous 
les invariants multi-lineaires, alors on obtient tous les invariants homogenes 
en y substituant de nouvelles variables (en permettant les repetitions). 

Definition 2.5 (cf.\12^] Un ensemble {Fa} de formes multi-lineaires G- 
invariantes est appele systeme complet de G-invariants d'un systeme de m 
vecteurs si les espaces de polynomes S^^'-'^"'[F) associes aux formes Fa en- 
gendrent I'algebre de tous les G-invariants du systeme de vecteurs xi, ...,Xm- 
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Theoreme 2.6 (^121) Soit V un espace vectoriel de dimension n. 

1) Tout systeme complet de G-invariants d'un systeme de n vecteurs est aussi 
un systeme complet pour tout nombre de vecteurs. 

2) Si G C SL(y) alors tout systeme complet de G-invariants d'un systeme 
de n — 1 vecteurs auquel on ajoute la forme "det" est un systeme complet de 
G-invariants pour tout nombre de vecteurs. 

On rappelle qu'un groupe G est dit lineairement reductif si tout G-module 
V de dimension finie est semi-simple. On a alors le theoreme de Hilbert : 

Theoreme 2.7 (cf.U2^) Soit G C Gl(y) un groupe reductif. Alors il existe 
un systeme fini complet de G-invariants. 

Dans le cas des groupes qui ne sont pas reductifs il y a quelques resultats 
connus et des conjectures a propos du 14'^™'^ probleme de Hilbert sur I'ex- 
istence d'un systeme fini de generateurs de I'algebre des invariants. Le cas 
general se ramene au cas des groupes unipotents. Nagata (1959) a construit 
un exemple de groupe unipotent dont I'algebre des invariants n'a pas de 
systeme fini de generateurs. Les resultats positifs decoulent du 

Theoreme 2.8 fcf.\12^) (Principe de Grosshans) SoitG un groupe algebrique 
qui agit rationnellement sur une k-algebre A, et H un sous-groupe ferme de 
G. Alors : 

A^ = {k[Gf ® Af. 

Si G est reductif et A de type fini, cela ramene le probleme de savoir si A^ 
est de type fini a celui de savoir si k[G]^ = k[G/H] est de type fini. D'oii la 
definition suivante : 

Definition 2.9 fcf.\l^) Un sous-groupe H d'un groupe reductif G est appele 
sous-groupe de Grosshans s'il verifie les conditions : H est ferme, G/H est 
quasi-affine, k[G/H] est de type fini. 

On pent alors substituer au probleme de Hilbert le probleme suivant 
propose par K. Pommerening ^T] : Trouver les sous-groupes de Grosshans 
de Gin ou plus generalement d'un groupe reductif G. 
On a alors la conjecture de Popov-Pommerening ^T] : 

Conjecture 2.10 Tout sous-groupe unipotent regulier, i.e normalise par un 
tore maximal, d'un groupe reductif est de Grosshans. 

L. Tan jTHj a montre que cette conjecture est vraie pour tons les sous- 
groupes de Gln{k), Sln{k), PSlnik) [k corps algebriquement clos) pour n < 5. 
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2.4 Theorie de la representation 

Cette partie rappelle brievement la theorie de la representation de Gl{V), 
oil V est un espace vectoriel complexe de dimension finie r. 

A Fensemble des r-uplets decroissants (ai, a.^) G Z'', ai > 02... > a,., on 
associe de maniere fonctorielle une collection d'espaces vectoriels r*^"^''"'"'')V^ 
qui fournit la liste de toutes les representations polynomiales irreductibles du 
groupe lineaire Gl{V), a isomorphisme pres. F* est appele foncteur de Schur. 

Donnons une description simple de ces foncteurs. Soit ^^~|^q 

groupe des matrices unipotentes triangulaires superieures r x r. Si tons les 
ttj sont positifs, on definit 

Y(ai,...,ar)Y c S'^'V® ... ® S'^'-V 

comme etant I'ensemble des polynomes P{xi, ...,Xr) sur {V*Y qui sont ho- 
mogenes de degre aj par rapport a Xj et qui sont invariants sous Faction a 
droite de Ur sur {V*Y i.e tels que 

P(^xi, Xj-i, Xj + Xk, Xj^i, Xr) = P{xi, Xr) VA; < j. 

Si (ai, ...,ar) n'est pas decroissant alors on pose r^"^' --'"'')^^ = 0. Comme cas 
particuliers on retrouve les puissances symetriques et les puissances exterieures : 

aV = r(i'-'i'°'-'°V (avec k indices 1), 
detV^ = f(1'-'1)V. 

Les foncteurs de Schur satisfont la formule 

Y{ai+l,...,ar+l)Y ^ p(ai,...,a,)^ ^ ^j^^ yy 

qui pent etre utilisee pour definir T^<^i'-^'^r)Y gj y 

on a des negatifs. 

On fixe une base de V et on identifie G = Gl{V) avec Glri^C). On note 
T = {{x = diag{xi, ...,Xr)} C G le sous-groupe des matrices diagonales. 

Definition 2.11 (cf.^6J) Un vecteur e d'une representation E est appele 
vecteur de poids a = (ai, ...,0;^) (oti les ai sont des entiers) si 

x.e = x"\..x°'"e pour tout x de T. 
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Proposition 2.12 (cf-l^) Toute representation E est somme directe de ses 
espaces de poids : 



Definition 2.13 (cf.J^) Soit B G G le groupe de Borel des matrices trian- 
gulaires superieures. Un vecteur e d'une representation E est appele vecteur 
de plus haut poids si B.e = C*.e. 

Proposition 2.14 (cf-l^) Une representation (de dimension finie, polynomiale) 
E de Glr{C) est irreductible si et seulement si elle a un unique vecteur de plus 
haut poids, a multiplication par un scalaire pres. De plus, deux representations 
sont isomorphes si et seulement si leurs vecteurs de plus haut poids ont le 
meme poids. 

Nous utiliserons aussi la semi-simplicite des representations holomorphes 
de GlriC) : 

Proposition 2.15 (cf.l^) Toute representation holomorphe de Glr{C) est 
somme directe de representations irreductibles. 

Ainsi pour determiner completement une representation holomorphe de 
Glr{C), il suffit de determiner ses vecteurs de plus haut poids. 

3 Etude algebrique 

On definit : Ak = ®{Ek,mTx)x I'algebre des operateurs differentiels en un 



point X G X. 

Soit Gj^ le groupe des reparametrisations (pit) = t+b2t'^ + ...+bkt''+0(t'''^^) 
tangentes a I'identite. G), agit sur (/', f^''^) par action unipotente. Par 

exemple pour /c = 3, on a Taction : 



E = ®E^, E^ = {ee E : x.e = x'^\..x'^e ,W x e T }. 



m 



if o <py = /'; (/ ° 0)" = f" + 262/'; (/ o 0) 



/// 



+ 662/" + 663/' 



Done une representation : 




Determiner Ak revient done a determiner (C[(/'), (/")) •••) (Z*'^^)])'^*- 
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En dimension 2, on a = U{2). Les invariants par le groupe unipotent sont 
bien connus (cf.^n])- Ainsi : 

(ii) A2 = C[f[, /a, W12] ou W12 = f[f2 - fif2- 

On a la propriete suivante : 
Proposition 3.1 

A„ = A„[/ri]nA„[/r'] 

Demonstration. II suffit de prouver An[f['^] fl An[f2'^] C An. Soit F e 
A4f[-']nA4f^-'] :F = j^ = jg^. Ainsi : (/^)"P = (fiYQ et divise 
P, done F e C[/', /", /"']. De plus F est invariant par reparametrisation done 
FeAn. □ 



3.1 Etude de la dimension 3 et preuve du theoreme 1 

Nous etudions maintenant la dimension 3 : 

g; = n 262 1 1 1 c f/(3). 
[ V 663 662 1 / J 

Faisons le lien avec la theorie classique des invariants (partie 3 des preliminaires) . 
fl f2 /a P^^ multiplication a gauche. 

/r /r f -r J 

Considerons Taction de GL3 : 

(fl /2 /s \ / fi f"! fs \ 
fl f2 fs ] = { fl f2 fi 
fl /r fi' I \fi fi' fi' I 

Cette action induit une action sur les polynomes /", /'") qui commute 
avec celle de Gg. Ainsi on a une action de GL3 qui laisse ^3 invariant. 
Nous cherchons a determiner les invariants par G3 du systeme de vecteurs 

( 

{xi,X2,X3) OUXi= fi 

\ f\ ■ 

Appliquons le theoreme 12.61 des preliminaires a notre situation. On a 
bien G3 C SL^,. II nous suffit done de connaitre un systeme complet de G3- 
invariants pour deux vecteurs i.e en dimension 2. Cela nous est donne par le 
theoreme annonce par J. P. Demailly dont nous donnons ici une demonstration 
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ou w{, = imi^) = fiifif^' - fni) - 3/;(/(/^' - ni^) 

et (7^) : 3(w7i2)2 J f^wl, - f[wl,. 



La demonstration necessite deux lemmes : 

Lemme 3.3 Wu est quadratique snr C[/{, Wi2) "^12] • 

Demonstration. Par (7^), W12 est algebrique sur C[/{, ""^12] de degre 



Supposons qu'il existe deux polynomes P et Q tels que : 

P{f[, /2, ^12' ^2)^^12 = Q{f'l, /2, ^12' ^2)- 

Par {JZ) on remplace lyjj P^^ /2"'i2 ^i'^vz) ^^^^^ P et Q. 

Ainsi on obtient une egalite, apres multiplication par (/{)™' avec m suffisam- 

ment grand, entre deux polynomes en les variables {/(, /2, "W^D Q^i sont 

algebriquement libres. Mais I'un des polynomes a toutes ses puissances en 

W12 impaires et I'autre, paires ; ce qui implique P = Q = 0. 

Ainsi le degre de W12 est 2. □ 

Lemme 3.4 {/{, /2; ^7^2? ^12} ■^^'^^ algebriquement libres. 
Demonstration. W12 est algebrique sur C(/{, /2, W12, ""^12) done 



On pent maintenant passer a la demonstration du theoreme 13.21 : 

Demonstration. D'apres la proposition 13.11 on est ramene a determiner 
^3[/i^^] ^3[/2^^]- considere la reparametrisation = /f^ sur la carte 
(/( ^ 0). Soit P G A3. Done P{f o = {(f)')"'P{f) o 0. Remarquons main- 
tenant par le calcul : 



2 ou 1. 



deg.tr(C(/{,/2,w^2,w|2)) 



= deg.tr.(C(/(,/2,Wi2,Wi2,Wi2)) 
> deg.tr(C(/{,/^,t^i2,w;}2))=4. 



□ 



(/2 o A-') 




(/2 O A-') 



ifi) 



5 1 
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Ainsi P e C[f[J^,w,,M2][fV] et done A^[f[~'] = C[fiJ^,w,2,w\,][f[-'] 
Par symetrie : A^if!,-'] = C[f[Jlwu,wW^-']. 
L 'inclusion 



est immediate puisque par (71) : 

< e C[f[,n,wu,wlM-'] et wl, e C[f[J^,wu,wfM 
II reste done a montrer 



Soit F e C[f[j^,wu,wlM-']nC[f[ji,,wu,wlM 



12 5 "^12 



-P(/{;/2;«^i2;^2) <3(/i;/2;^i2;w 



12> 



Par (7^) : 

^(/{;/2;^i2;^2) = A(/{;/2;«^l2;^L)«^i2 + ^2(/{;/2;^2;^L), 
Q(/i;/2;«'i2;«'i2) = <5i(/{;/2;«'i2;«'i2)«'i2 + <52(/^/2;^2;^i2) 

Ainsi : 

{{fTPiin-, /2; ^^^12; ^^^12) - /2; ^2; ^4))«^i2 

+((/2r^2(/i;/^;^2;W2)-(/0'Q2(/i;/^;^2;^i2)) = 0. 

Or ^12 est quadratique sur C[/{, /a, 1^12, ii'12] done : 

{fTWi. /2; W2; «'?2) - /2; W2; = 0, i = 1, 2. 

{/() /2) ""^12) ""^12} sont algebriquement libres done : 

Et le resultat est prouve. □ 

On pent maintenant caracteriser les operateurs differentiels d'ordre 3 en di- 
mension 3. 

u] 

En not ant Ui = ( uf | et en definissant 



Fiiui) = ul 



^2(^1,^2) = u\ul-ulul; 



F^^ui, U2, U3) = ul{ulul — uful) — 3ul{ulul — ulu2)- 
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on obtient que Tensemble {Fi, F2, F^} de formes multilineaires G'3-invariantes 
est un systeme complet de G3-invariants d'un systeme de 2 vecteurs. 
Par application du theoreme l2.6l de Popov, on obtient la preuve du theoreme 1 
et done, la caracterisation algebrique de I'algebre ^3 des germes d'operateurs 
invariants en dimension 3 : 

Demonstration. II ne reste qu'a justifier I'assertion sur le degre de tran- 
scendance. Mais celle-ci est une consequence immediate du theoreme 12.31 qui 
identifie Ek^mTxx ^'^^c les sections de Op^vijn) au-dessus de (vro,A;)~^(x). □ 

Remarque 3.5 1) Pour tout G'f^ C SL^, done par le raisonnement precedent 
pour determiner Ak en toute dimension il suffit de determiner Ak en dimen- 
sion k — 1. 

2) On a montre que le groupe ^3 = < | 262 1 > C f/(3) esi un 

\ \ 663 662 1 / J 
groupe de Grosshans de GL^ i.e ClGLs]'^^ est une algebre de type fini. De 
plus, ce groupe n'est pas regulier i.e normalise par un tore maximal car : 




A3^ 

1 

262Ar^A2 1 I ^ G3. 
663Ar'A3 662A2'A3 1 

On ne peut done pas appliquer le resultat de L. Tan fTE^ sur la conjecture 
\2.1(j\ de Popov-Pommerening cite dans les preliminaires pour montrer que G^ 
est un sous-groupe de Grosshans. 

3) Sans Vutilisation du theoreme de Popov, la determination par un calcul 
"a la main" des generateurs de A^ semble difficile. 




4 Applications geometriques et preuve du theo- 
reme 2 

II s'agit d'etudier le fibre E^^mTx en dimension 3 pour obtenir sa filtration 
en representations irreductibles de Schur qui nous permettra, par un calcul 
de Riemann-Roch, de calculer sa caracteristique d'Euler. Rappelons (cf. in- 
troduction) que E^^mTx est muni d'une filtration dont les termes gradues 
sont 

\li+2l2+3l3=m 
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D'apres la theorie de la representation, ces termes gradues se decomposent 
en representations irreductibles de GliT^) '■ les representations de Schur. 
La caracterisation algebrique precedente va nous permettre de trouver les 
representations irreductibles qui interviennent dans cette decomposition. 

Pour cela, on a besoin de la filtration des 3-jets en dimension 2 : 
Theoreme 4.1 En dimension 2 on a : 

Gr'Es,mT;,= © ( © r^^i'^^^T^) 

0<7<f {Ai+2A2=m-7; Ai-A2>7; A2>7} 

Demonstration. On salt que 

^3 = C[/(, /2, WI2, W^L][^12] 

ou w\, = inM^) = fiifif^' - n'f',) - 3fi'if[f^ - nf^) 

et ?>{wi2Y = />i2 - /{^?2- 

A^ jn est une representation polynomiale de GL2. La theorie de la representation 
f proposit ion l2 . 1 4l et 12 . 1 5|) nous dit que A3 m est somme directe de representations 
irreductibles qui sont determinees par les vecteurs de plus haut poids. 
Rappelons (definition I2.13j) qu'un vecteur est vecteur de plus haut poids s'il 

est invariant sous Taction de U (2) = 

Ici : 

V = {{f[nwl2nwi2f / a + 57 + 3/5 = m} 
est clairement un ensemble de vecteurs de plus haut poids, de poids 

(« + /5 + 27,/? + 7). 

On en deduit que chaque representation r^^^^'^^) verifiant 

{Ai + 2A2 = m - 7; Ai - A2 > 7; A2 > 7} 

apparait une et une seule fois dans les representations determinees par cet 
ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit (Ai, A2) un tel couple 
alors 

{a = Ai - A2 - 7; /5 = -^2 - 7} 

et (a,/?, 7) sont determines de maniere unique. 
On a done : 

0<7<f {Ai+2A2=m-7; Ai-A2>7; A2>7} 
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Pour avoir I'egalite il suffit de montrer que I'ensemble V est I'ensemble de 
tous les vecteurs de plus haut poids, i.e : 

Soit P G (A3,™)^(2) : p = + P2.y;,2, avec G C[/(, wl^, wj,]. 

Soit u G ?7(2) : u.P = u.Pi + {u.P2)-Wi2 car U.W12 = Wi2- 

Done u.P = P 4^ u.Pi = Pi (car Wu est quadratique par le lemme ITSjl . 

Done pour determiner {A3^rn)^^'^\ il nous suffit de determiner C[/(, WI2, wl2]^^'^^ ■ 

Soit : « = J ^ ^ e f^(2) : 
On a les relations suivantes : 

u.wl^ = wl^; 

U.w\2 = w\2 + \w\2. 

Rappelons que {/(, /g, w^g? ""^12} ^^^^ algebriquement libres par le lemme 
done determiner C[/{, ri'j2 5 ^12]^''^'' revient a determiner les invariants du 
groupe unipotent t/(2) qui sont bien connus en theorie classique des invariants 
(cf.jinj p. 87). Done on a I'egalite : 

Finalement on obtient I'inclusion : 

Par I'unicite de (a, /?, 7) vue precedemment on obtient bien : 

□ 

On passe maintenant a la preuve du theoreme 2 : 

Demonstration. On suit le meme schema que dans la preuve precedente. 
Soit 

y = {(fiTM^'M^W^ / a + 57 + 3/5 + 65 = m}. 
V est un ensemble de vecteurs de plus haut poids de poids 

{a + l3 + 2-f + 6; f3 + -f + 6; 6). 
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Soit (Ai,A2,A3) verifiant : 

771 

(V) : {Ai + 2A2 + 3A3 = m-7,0<7< -;Ai-A,- >7,2<j}. 

Comme precedemment on obtient que chaque representation r'^^i'^^'^^^TJ 
oil (Ai, A2, A3) verifie (V) apparait une et une seule fois dans les representations 
determinees par cet ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit 
(Ai,A2,A3) verifiant (V). 
Alors : 

{a = Ai - A2 - 7; /9 = A2 - A3 - 7; S = A3} 

et (a,/?, 7,(5) sont determines de maniere unique. 
Done on a I'inclusion : 

Gr'EsmT^c^ © ( © r(^^'^^'^«)Tl). 

0<7<f {Ai+2A2+3A3=m-7; A,-Aj>7, i<j} 

Pour avoir I'egalite il suffit a nouveau de montrer que V est I'ensemble de 
tons les vecteurs de plus haut poids de A^^rn i.e : = (A^^rn)^^"^^ ■ 

L'idee importante ici est d'utiliser un argument qui apparait dans la 
preuve du theoreme I2.(jl de Popov jT2I et permet de voir que le resultat 
obtenu pour la dimension 2 implique le resultat pour la dimension 3. 
Si (xi,X2,a;3) est un systeme de vecteurs en position generale tel que 

det(xi, X2, ^3) = 

alors par Taction de U{3) on se ramene au systeme (a;i,a;2,0). 
Soit P G (y43,„)^(^\ un vecteur de plus haut poids. Montrons que 

par recurrence sur m. Pour m = 0, c'est trivial. 

Supposons maintenant (A^^p)^^^^ C C[f[,wl2,wi2,W] pour p < m. Montrons 
que le resultat est vrai pour m. Considerons Pi la restriction de P a I'hyper- 
surface {W = 0). Par I'invariance de Pi sous Taction de U{3) et la remarque 
precedente montrant que par U{3) on transforme le systeme (xi,X2,a;3), en 
position generale, en le systeme (0:1,0:2,0), on obtient que Pi ne depend que 
des deux premiers vecteurs i.e Pi est un vecteur de plus haut poids de dinen- 
sion 2, done par le theoreme 14.11 P e C[/i, W12, W12]. 

P — Pi est un polynome qui s'annule sur Thypersurface {W = 0). Par le 
Nullstellensatz, on obtient que (P - Pi) G vW) done par Tirreductibilite 
de on a : 

P = P, + W.P2. 
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II est clair que P2 G (^s.m-e)^''^'* done par hypothese de recurrence 
et de meme pour P. 

On en deduit que {A^^mf^^^ C C[/{, W12, IV]. 
Done V = (^3,™.)'^'-'^'' par Tunicite de (a,/3,7,5). 

Le theoreme est demontre. □ 



5 Calculs de caracteristiques d'Euler 

Soit X C P"^ une hypersurface lisse et irreductible de degre d. Grace aux 
filtrations obtenues dans la section precedente nous allons pouvoir calculer 
les differentes caracteristiques d'Euler qui nous interessent. Les calculs ont 
ete faits sur le logiciel Maple et detailles dans P3j . 



5.1 Calcul des classes de Chern 

Soit Ci = Ci{Tx). 
Proposition 5.1 

cl = {5-dfd, 

C1C2 = d{5-d){d'^ -5d+W), 

C3 = d{-d^ + 5d^ -10d+ 10). 

Demonstration. On a la suite exacte du fibre normal : 

O^Tx^T^^lx -^Ox{d)-^0. 

Done par definition des classes de Chern : 

(1 + Cl + C2 + C3)(l + dh) = (1 + hf 

oil : h = ci(Cx(l))- Done, par identification on obtient les identites : 

Cl = (5 — d)h, 

C2 + dcih = lOh^, 

cs + dc2h = lOh^, 

= d. 
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d'ou les relations annoncees 



cl = {5-dfd, 
C3 = lOd-lOd^ + d^{5-d), 
C1C2 = (5-rf)10rf-rf^(5-c/)l 



5.2 Les 1-jets 

L' absence de 1-jets definis globalement est bien connue : 
Proposition 5.2 (ff^) 

H°{X, S'^T*^) = pour m > 1. 

Done les 1-jets ne pourront pas etre utilises. 

Remarque 5.3 Un calcul de type Riemann-Roch dome : 

xiX, S^T;,) = —{-cl + 2ciC2 - C3) + 0{m') = ^^^diSd - 7) + 0(. 

5.3 Les 2-jets 

On a la filtration pp : 

Ii+2l2=m 

d'oii le calcul : 



ll+2l2=m 



Proposition 5.4 



7 

-m 



E2,™T1) = Y^^(89c? - 141C1C2 + 52c3) + 0{m') 



Done : 



7 

E2,™Ti^) = Y^^75^(-5^(37^^' - 452d + 919)) + 0{m' 
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On constate done la negativite de la earaeteristique d'Euler pour d suff- 
isamment grand. 

Remarque 5.5 Pour les jets de Green- Griffiths : 

^8 -j^g g 

jTs,™) = ^(-^c? + 3ciC2 - -C3) + OK) 



Done : 



5.4 Les 3-jets 

Graee a la filtration obtenue preeedemment dans le theoreme 2, on pent 
effeetuer un ealeul de Riemann-Roch : 

Proposition 5.6 

Y XEg^rt = -m^ C3+ c? C1C2 +0 . 

' ' ^1417500000 408240000000 ^ 5670000000 ^ ^ ' 

Done : 

a 

xiX,Es,mT;,) = ^(i(389ci3-20739rf2 + l85559rf-358873)+OK) 

Corollaire 5.7 Pour d > 43, ^3,™^!) ~ a{d)m^ avec a{d) > 0. 
Remarque 5.8 Pour les jets de Green- Griffiths on a : 

^ N -mil 575 251 , ^, 

y(X,J3^) = — -( c? ciC2H C3) + 0(mi°) 

Av ,cy3,my 63.111^216 ^ 108 216 ^ ^ ' 

= ; d(36d^ - 1980c/2 + 17985rf - 34885) + 0(m^^) 

6'^. 11!. 216 

Et on a la positivite pour d > 45. 



5.5 Le cas logarithmique 

Nous pouvons appliquer les resultats obtenus au cas logarithmique. Soit 
X une variete lisse complexe avec un diviseur a croisements normaux D. En 
suivant on definit le faisceau cotangent logarithmique 
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comme le faisceau localement libre engendre par et les different ielles log- 
arithmiques — , ou les s, = sont les equations locales des composantes 

Sj J 

irreductibles de D. 

Son dual, le fibre tangent logarithmique 

T^ = Txi-\ogD) 

est le faisceau des germes de champs de vecteurs tangents a D. 

De la meme maniere que dans le cas compact, on pent construire les 
espaces de jets logarithmiques et les fibres d'operateurs differentiels associes 
Ek,mT^* (cf. i). 

Soit X C P'^ une surface lisse et irreductible de degre d. On considere la 
variete logarithmique (P^,X). 

5.5.1 Calcul des classes de Chern 

On pose : 

Ci = Ci(Tp3),Q = Ci(Tp3). 

Le calcul des classes de Chern est un pen plus long que dans le cas com- 
pact. 

Proposition 5.9 

cic^ = (^4-d){(f -Ad + 6), 
= -rf^ + 4rf^ - 6d + 4. 

Demonstration. Pour la premiere identite il suffit de remarquer que : 

cT = — Ci(-ft'p3) = — ci(Op3((i — 4)). 

La troisieme vient du fait ^ que : 

= e(p3\X) 

oil e designe la caracteristique d'Euler. 

On a e(p3\X) = e(F^) - e(X) et e{¥^) = 4. Calculous e{X) = C2{Tx). Par 
la suite exacte 

O^Tx^ Tp3|x ^ Oxid) ^ 

on obtient 

c(Tp3|x) = c(Tx)c(Ox(rf)) 
20 



done 

(1 + h)^ = (1 + ci(Tx) + C2(Tx)).(l + dh) 
on h = ci(Ox(l)) et h"^ = d. De plus 

c^{Tx) = -c^{Kx) = {^-d)h 

done on a I'egalite 

1 + 4/i + 6/1^ = (1 + (4 - + C2(Tx)).(l + rf/i). 
On a done I'identite 

e(X) = C2{Tx) = Qh^ - (4 - d)^/^^ = d{6 + d^ - Ad) 
d'ou finalement 

e(P^\X) =4-d(6 + rf2-4rf). 

Montrons la deuxieme. Rappelons que par Riemann-Roeli, si E est un fibre 
veetoriel de rang e sur avee des elasses de Chern notees di, alors f [TUj 
p508) : 

X(P^ E) = hdl - Mid2 + 3^3) + -Md\ - 2d2) + ^{cl + C2)rfi + ;^CiC2. 

o 4 iz 24 

Par Riemann-Roeh : 

x(Tp3*) = \{-c~\:^ + 3cTc^ - 3ci) + 7Ci(cr^ - 2c^) - -^^(ci + 02)0! + ^ciC2. 
o 4 i/ o 

Done : 

i(cTc^- cic^) = x(^p3*) - (^(~^^ ~ 3ci) + ^CicT^ - ^(ci + C2)cr+ ^CiCa). 

Pour determiner C1C2, il suffit done de determiner x(Tp3*). 
On a la suite exacte : 

Tp3 Tp3 ^ Ox 
oil la fleclie : Tps* ^ Ox est donnee par : 

soit X e P^ w G (T^*)x. Si X ^ X : = 0. Si x G X, w = /i^ + fidzi + 
fsdz^, oil (2:1 = 0) est une equation locale de X : (p{w) = fi. 
Done : 

Calculous xiTps) : 
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on a 

Ci(T;3) = Ci(C»p3(-4)) = -4a; 

ou ui est la classe d'un hyperplan, C2(Tp3) = Quj^, c^iTpj.) = —4. 
Par Riemann-Roch : 

;^(r;3) = ^((-4)3 + 3x4x6-3x4) + ^ x4x (4^-2x6) 

+^(4' + 6)x(-4) + ix4x6 
= -1. 

Calculons x(Ox)- On a la suite exacte : 

^ 0{-X) Op3 ^Ox ^0. 

qui nous donne : 



xiOp.) = j-,c,C2 et x{0{-X)) ^^ + £-^d+ ^c,C2. 



Done : 

X{0x) ^ J - + -d. 

Finalement : 

— * \ ,0 11, 

x(Tp3 )^--d^ + -d-l. 

Ci = iuj = 4z^cr. Done : 

XiWs*) = 1(1- J^^)0^2 = 



Et : 



4 j , - — — =): , , 1 , o . 1 n 1 - Q , 1 , , 

C1C2 = ^ (x(rp3 ) - (-(-Ci -3C3) + -CiCi -— (Ci + C2)Ci + -CiC2)) 

= ^^^^(^-ci^ + ^d-l-(^x((rf-4)3-3x(-d3 + 4d2-6d + 4)) 
a D D D 

+^ X 4 X (4 - d)2 - — x 22 X (4 - d) + 3) 
4 12 

= {4-d){d'^ -Ad + 6). 

□ 
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5.5.2 Calcul des caracterisiques d'Euler 



Nous montrons d'abord que les filtrations restent les memes que dans 
le cas compact mis-a-part que le fibre tangent est remplace par le fibre tan- 
gent logarithmique. Comme dans le cas compact (cf. [5), on munit le faisceau 
0{E^^Tx ) des different ielles de jets logarithmiques (i.e le faisceau locale- 
ment libre engendre par tons les operateurs polynomiaux en les derivees 
d'ordre 1,2, ...k de /, auxquelles on ajoute celles de la fonction log(sj(/)) le 
long de la j-eme composante de D) d'une filtration dont les termes gradues 
sont 

Gr'E^gT^ = S'-T^* ... ® S'^T^* , 

I := {h,l2, ■■■Jk) G N'^ verifie h + 2/2 + ••■ + klk = m. Pour le faisceau des 
differentielles de jets invariants 0{Ek^mTx ) (cf. [3 ) on obtient une filtration 
dont les termes gradues sont 

G'fe 

Gr'Ek,mTx* = ( © S'^Tx* © ... © S'^Tx ' 

\h+2l2+...+klk=m 

Oil Taction de G"^ est etendue de U\D, 011 U est un ouvert de X, k U grace 
a I'isomorphisme (cf. 0) Txp Tx^p x U , {p E U\D). On a le diagramme 
commutatif 

)^k I \ '^'h 

© 5'iT* ^(8...«)5'fcT* ^ y.{U\D) 
\U\D \lx+.: + kly^=rr, J 



© S'lTx ®...®S"fcTx ^ © 5'iT* ^®...«)5'fcT* ^ y^{V\D) 

'l + .-- + fc'fc=™ /i^^o \^il+... + feifc=m 'P 

oil les fieches liorizontales sont des isomorphismes qui s'etendent a \J. L 'action 
de Glz X id s'etend clairement a done Faction de GliTx ), a gauche dans 
le diagramme aussi. Les representations irreductibles a droite s'identifient 
done avec celles de gauche car les vecteurs de plus haut poids et les poids 
s'identifient par la commutativite du diagramme. Ainsi on a bien la meme 
decomposition en representations irreductibles dans le cas logarithmique et 
dans le cas compact i.e 

Gr'Es.^TV* = © ( © r(^i'^^'^^)7\*). 

0<7<f {Ai+2A2+3A3=m-7; Ai-Aj>7, i<j} 



D'apres les calculs dans le cas compact, on obtient les resultats suivants 
(calculs detailles dans [12]) : 
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Pour les 1-jets 



Pour les 2-jets : 



_'i7 947 1 

AV 2,m F J M59270 306180 129^ ^ ^ 



On obtient a nouveau la positivite pour les 3-jets : 

, 389 ,o 6913 ,2 6299 , 1513 , 

YfEs^Tps ) =m^( d^ d^+ d )+0(m^). 

Ay 6,m r I ^81648000000 34020000000 4252500000 63787500^ ^ ' 



CoroUaire 5.10 Pour d > 34, x(^, Es^mT^s ) ~ Q;(d)m^ avec a{d) > 0. 
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